Colle du 31 mars : Fonctions de plusieurs variables

21.1 Exercices

Exercice 1 : 1. Soit f : R® — R de classe C'. Soit g sa restriction a la sphére unité S de R™.
Montrer que si x est un extremum local de g, alors il existe A réel tel que, pour tout h € R",
dfz(h) = Xz, h) (la structure euclidienne étant la structure canonique).

2. Soit A une matrice symétrique de M,,(R). On choisit f : z — (x, Az). Montrer que si = est
un extremum local de g, alors x est un vecteur propre de A.

Exercice 2 : Pour M € M, (R), on pose f(M) = (TrM,...,TrM™). Montrer que f est différen-
tiable et calculer le rang de la différentielle en un point M € M,,(C). En déduire que ’ensemble
des matrices de M,,(R) dont le polynome minimal est égal (au signe prés) au polynome carac-
téristique est ouvert.

Exercice 3 : Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie et f : GL,(R) — GL(V) un
morphisme de groupes de classe C1. Soit X € M,,(R). Pour ¢t € R, on pose : a(t) = f(exp(tX))
et b(t) = exp(tdfr, (X)). Montrer que a = b.

Exercice 4 : Soit g : R — R de classe C'. On suppose que g est k-lipschitzienne pour k < 1.
On pose h: R? = R? (z,y) = (x + g(y),y + g(x)). Montrer que h est un C! diffeomorphisme.

Exercice 5 : On munit R” de sa structure euclidienne usuelle. Soit f : Rt — R de classe C*
croissante telle que f(0) = 1 et f/(0) = 0. Posons F' : R — R", z — f(||z||)z. Montrer que F'
est un C!-difféeomorphisme.

Exercice 6 : Trouver les fonctions f : RxRZ — R de classe C! vérifiant ’équation yg—i —mg—y =

1.

Exercice 7 : Soit ABC un triangle du plan.
1. Montrer qu’il existe un point T tel que TA+ T B + TC est minimal.

2. Montrer que 25 + 28 + TC — 0.
3. Montrer que 7" voit les trois cotés de ABC sous le méme angle.

Exercice 8 : Soit E une ellipse de demi-axes a et b. Quelle est ’aire maximale d’un triangle
inscrit dans E tel que I'un de ses sommets est aussi sommet de E?

Exercice 9 : Soient A et B deux matrices dans M,,(C). Montrer que

e — eP||| < |||A — B‘HemaX(IHAHMHBIH).



